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We solve the equation x2+7= yn for fixed values of n5000 using the classical
machinery for Thue equation and modular tools. Next we solve it for fixed values
of y109 using linear forms of logarithms and reduction techniques.  1998
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1. INTRODUCTION
Dans un article de 1993 [10], J. H. E. Cohn a de veloppe une me thode
de re solution pour des e quations du type x2+X= yn ou x, y, n, C sont des
entiers tels que n2 et ou C satisfait certaines conditions permettent de
conclure que x+- &C=(a+b - &C)n. La valeur C=7 ne satisfait pas
ces conditions et Cohn a pose la conjecture suivante:
Conjecture 1. Toutes les solutions de l ’e quation
x2+7= yn (1)
ou les inconnues x, y, n sont des entiers positifs tels que n2 ve rifient:
x # [1, 3, 5, 11, 181].
L’e quation (1) n’admet qu’un nombre fini de solutions (voir [19]
The ore me 12.2). Ce re sultat est me^me effectif, c’est-a -dire qu’il procure une
borne supe rieure pour chaque entier x, y et n, ramenant ainsi la re solution
a une e nume ration de valeurs possibles pour x, y et n. Cependant, cette
e nume ration reste largement irre alisable e tant donne la taille des bornes
supe rieures.
En tenant compte des re sultats e tablis (W. Ljundggren [16, 17], T. Nagell
[18]), nous supposons par la suite que si (x, y, n) est une solution de (1)




Copyright  1998 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
L’objet des paragraphes 2 et 3 est de de crire et de mettre en #uvre divers
algorithmes pour re soudre l’e quation (1) respectivement lorsque n est fixe
et lorsque y est fixe .
Dans le paragraphe 2, nous travaillons avec une valeur de n fixe. Nous
rappelons comment ramener la re solution de l’e quation (1) a celle d’une
e quation de Thue. Puis nous e valuons les possibilite s pratiques de re solu-
tion de cette e quation. Nous e tudions pour cela le rang des unite s d’une
famille de corps de nombres.
Au vu des limites pratiques sur la taille de n mises en e vidence, nous
cherchons des obstructions locales a l’existence de solutions de l’e quation
(1) pour n fixe assez grand. Pour cela apre s une approche directe, nous
de veloppons un algorithme portant sur l’e quation de Thue associe e qui
nous procure une obstruction pour chaque premier n compris entre 11 et
5000 excepte pour 13.
Nous re solvons ensuite les e quations de Thue correspondant aux
cas n=5, 7, 13. Pour les deux premie res e quations, nous appliquons la
me thode de N. Tzanakis et B. M. M. de Weger [20]. Cette me thode ne nous
permet pas de traiter la troisie me e quation, mais en appliquant une ide e de
G. Hanrot [12] nous re ussissons tout de me^me a re soudre effectivement cette
e quation.
Dans le paragraphe 3, nous travaillons avec une valeur de y fixe e. Tout
d’abord, nous utilisons des minorations de formes line aires de logarithmes
pour expliciter un majorant de n inde pendant de la valeur de y. Puis cette
borne e tant trop grande pour une e nume ration syste matique, nous donnons
un proce de algorithmique de re duction de cette borne pour obtenir un
majorant de taille raisonnable.
Nous tirons ensuite profit de l’information locale fournie par l’existence
d’une solution de l’e quation (1) avec y pair. Nous e tablissons ainsi un
majorant de n qui, bien que de pendant de y, se re ve le meilleur pour les
valeurs de y accessibles a priori.
Puis nous de veloppons un deuxie me proce de algorithmique de re duction
de la borne pour n que nous comparons avec le premier. Je tiens a remer-
cier ici B. M. M. de Weger de l’inte re^t qu’il a montre pour ce travail, ainsi
que de m’avoir sugge re de de velopper cette me thode de re duction adapte e
d’une ide e expose e dans sa the se au paragraphe 3.9 [11, pp. 6465].
Ces travaux n’auraient pas me^me e te envisage s si nous n’avions pas
be ne ficie de moyens de calcul efficaces dus a l’essor de l’informatique mais
aussi aux concepteurs et aux diffuseurs d’algorithmes performants notam-
ment dans le domaine de la the orie des nombres. Je tiens particulie rement
a remercier toute l’e quipe de Bordeaux qui a de veloppe la bibliothe que de
programmes Pari [5] qui est pour moi un outil de travail quotidien.
Les re sultats obtenus dans ces deux chapitres peuvent s’exprimer
ainsi:
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The ore me 1. Soit x, y, n des entiers positifs tels que n2 et x2+7= yn.
Alors l ’une des deux assertions suivantes est vraie:
(1) x # [1, 3, 5, 11, 181];
(2) y>109 et n n’a pas de facteur premier infe rieur a 5000.
Ceci montre en particulier que si (x, y, n) est une solution qui ne
correspond pas aux valeurs de x cite es ci-dessus, alors on a x>1022500.
2. L’E QUATION X 2+7=Y N LORSQUE N EST FIXE
2.1 Motivations
L’objet de ce paragraphe est la de monstration du re sultat suivant:
The ore me 2. Supposons que (x, y, n) soit une solution en entiers positifs
de l ’e quation x2+7= yn avec x  [1, 3, 5, 11, 181]. Alors n n’admet aucun
facteur premier infe rieur a 5000.
Nous allons conside rer l’e quation (1) pour un entier n premier fixe
supe rieur ou e gal a 5.
Dans le paragraphe 3, on montre comment la the orie des formes line aires
de logarithmes permet d’e tablir une majoration de n. On obtient ainsi
l’ine galite n6.6_1015. Mais cette borne reste bien inaccessible. Il n’est en
effet pas me^me pensable d’espe rer calculer un coefficient de l’e quation de
Thue correspondant a une telle valeur de n (nous de finissons cette e quation
dans le paragraphe 2.2).
Nous adoptons la pre sentation suivante: dans le paragraphe 2.2, nous
rappelons comment lier les solutions de l’e quation (1) a n fixe aux solutions
d’une e quation de Thue. Nous remarquons ensuite que le corps de nombres
sous-jacent a chacune de ces e quations de Thue est totalement re el. Ceci
permet de mieux e valuer nos chances de re solution des e quations de Thue
correspondantes. Puis, dans le paragraphe 2.4, nous utilisons des arguments
de congruences pour montrer que pour la plupart des valeurs de n infe rieures
a 5000, ces e quations de Thue n’ont pas de solution. Enfin, nous consacrons
la fin de cette section a la re solution des 3 cas (n=5, 7, 13) qui e chappent
aux me thodes pre ce dentes. Nous utilisons pour les 2 premie res e quations la
me thode de veloppe e par N. Tzanakis et B. M. M. de Weger, puis nous
montrons pourquoi elle est insuffisante pour re soudre la troisie me. Nous
utilisons alors des modifications propose es par G. Hanrot [12] pour
comple ter notre re sultat.
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2.2. E quations de Thue
Nous donnons ici une bijection entre les solutions e ventuelles de l’e qua-
tion (1) et les solutions e ventuelles d’une e quation de Thue.
L’anneau des entiers OK du corps K=Q(i - 7) est principal et engendre
par |=(1+i - 7)2. Dans cet anneau, la de composition en ide aux premiers
de 2 est donne e par 2=|| .
Proposition 1. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) ou x est
impair. Alors il existe un entier alge brique ; de OK et = # [&1, 1] tels que





Re ciproquement, si a et b satisfont l ’e quation (2), l ’e quation (1) admet une
solution (x, y, n) avec:
x=||n&2(a+b|)n+| n&2(a+b| )n|. (3)
Preuve. Comme y est pair, l’e quation (1) peut s’e crire sous forme fac-
torise e dans OK
(x+i - 7)(x&i - 7)=(|| :: )n
ou : # OK .
Tout diviseur commun de x+i - 7 et de x&i - 7 divise 2x et 2i - 7
dans OK . Il est facile de voir que l’e quation (1) n’admet pas de solution
lorsque 7 divise x, par conse quent le plus grand facteur commun possible
de x+i - 7 et de x&i - 7 est 2. Comme x est impair, 2 divise effectivement
ces deux nombres et l’on peut donc e crire que
x+=i - 7=2|n&2;n (4)
ou ; # [:; : ; &:; &: ], et = vaut 1 ou &1.
Maintenant, on peut trouver deux entiers a et b tels que ;==(a+b|).
En remplac ant cette valeur dans l’e galite (4) et en comparant les parties
imaginaires de ses deux membres, on obtient l’e galite (2). Quant a l’e galite (3),
elle est obtenue en comparant les parties re elles dans la me^me e galite . K
L’e quation (2) pour une valeur de n fixe e est une e quation de Thue. Pour
la re soudre par la me thode classique, il faut calculer un syste me d’unite s
fondamentales du corps de nombres attache a l’e quation de Thue. Ce corps
est de degre n et le rang du syste me d’unite s fondamentales se calcule en
fonction du nombre de plongements re els de ce corps. Dans la pratique, la
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phase de calcul d’un syste me d’unite s fondamentales conditionne presque
toujours la possibilite de re solution d’une e quation de Thue par cette me thode.
Nous nous inte ressons donc au rang des corps de nombres associe s a ces
e quations.
2.3. Les corps de nombres associe s
Nous allons montrer dans ce paragraphe que les corps de nombres sous-
jacents aux e quations (2) pour diffe rentes valeurs de n sont tous totalement
re els.
Notons Gn(x)=|n&2(1+x|)n&| n&2(1+x| )n|&| et montrons que:
Lemme 1. Pour tout entier n2, le polyno^me Gn admet n racines simples
et re elles.
Preuve. Soit Fn la famille de polyno^mes de finie par Fn(x)=(1+x|)n1+x| 





Or si un polyno^me a toutes ses racines simples et re elles, il en est de me^me
pour le polyno^me de rive et le Lemme 1 est donc la conse quence du^
Lemme 2. Pour tout n entier positif non nul, le polyno^me Fn admet n
racines simples et re elles.
Pour de montrer ce lemme, nous allons tout d’abord e tablir une relation
entre les polyno^mes Fn et les polyno^mes de Tchebycheff de seconde espe ce
que nous noterons Un . Nous verrons ensuite comment les proprie te s des
polyno^mes de Tchebycheff permettent de conclure (voir [6] pour un expose
des proprie te s des polyno^mes de Tchebycheff).
Lemme 3. Pour tout entier non nul n et pour tout nombre re el x, on a:
Fn(x)=x(1+x+2x2) (n&1)2 Un&1 \ 2+x2 - 1+x+2x2+ . (5)
Preuve du Lemme 3. Les polyno^mes Fn satisfont la relation de re currence
suivante: pour tout entier k et tout nombre re el x,
Fk+2(x)=(x+2) Fk+1(x)&(2x2+x+1) Fk(x).
Nous de terminons maintenant la fonction ge ne ratrice des polyno^mes Fn .
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En identifiant les deux relations, nous obtenons
{2XZ=(2+x)zZ2=(1+x+2x2) z2.








En reportant ces valeurs dans l’e quation (6) et en identifiant les coefficients
des deux se ries, on obtient la relation annonce e. K
Preuve du Lemme 2. La fonction f (x)=(2+x)2 - 1+x+2x2 permet
d’e tablir une bijection de l’intervalle ]&; 0[ vers l’intervalle ]&12 - 2; 1[
et une autre bijection de l’intervalle ]0; [ vers l’intervalle ]12, - 2; 1[.
D’autre part les polyno^mes de Tchebycheff de seconde espe ce Un sont
pairs ou impairs selon la parite de n; leurs racines sont toutes simples et
re elles, comprises entre &1 et 1 et donc syme triques par rapport a 0.
Nous utilisons la relation (5) pour obtenir des renseignements concer-
nant les racines de Fn a partir des proprie te s que nous venons d’e noncer.
Pour cela, remarquons que Un&1(1){0 et montrons que Un&1(12 - 2){0
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pour tout entier non nul n. Les polyno^mes de Tchebycheff de seconde
espe ce satisfont la relation de re currence suivante:
Un+2(X)=2XUn+1(X)&Un(X).
Si l’on note un=Un(12 - 2), on obtient alors un+2=un+1 - 2&un .
Supposons que pour un entier n on ait un+2=0, alors un+1=- 2 un , ce qui
implique que, uk+1=- 2 uk pour tout entier k infe rieur ou e gal a n.
Comme u0=1 et u1=12 - 2, notre hypothe se ne peut pas e^tre ve rifie e. En
utilisant maintenant les deux bijections cite es plus haut et la syme trie du
proble me, on montre que les n&1 racines de Un&1 conduisent a n&1
racines distinctes et non nulles de Fn . Comme ze ro est une racine e vidente,
ceci prouve le Lemme 2. K
Nous avons donc a re soudre, pour une valeur fixe e de n, une e quation
de Thue de degre n, dont le corps associe , lui aussi de degre n admet un
syste me d’unite s fondamentales de rang n&1. Nous sommes donc dans le
cas de favorable ou le rang est maximal. Or si l’on peut espe rer mener a
bien la recherche d’un syste me d’unite s fondamentales lorsque le rang reste
infe rieur a 10, de s qu’il de passe la dizaine, ce travail devient beaucoup plus
incertain et me^me rapidement impossible.
2.4. Conditions modulaires d’existence pour n11
2.4.1. Conditions portant sur l ’e quation (1)
Au vu du paragraphe pre ce dent, on ne peut pas espe rer re soudre l’e qua-
tion (2) avec la me thode ge ne rale pour des valeurs de n beaucoup plus
grandes que 10. Nous pouvons toutefois espe rer prouver la non-existence
de solutions de l’e quation (2) pour un premier n fixe par des proce de s plus
simples. Comme les seules solutions connues de l’e quation (1) correspon-
dent aux valeurs de n e gales a 2, 3, 5 et 7, on se limite a e tudier les cas ou
n est un premier fixe supe rieur ou e gal a 11. L’ide e la plus simple est de
tester si l’e quation (1) admet ou non des solutions modulo un nombre
premier p.
On peut facilement trouver des conditions ne cessaires sur p pour qu’il
fournisse une obstruction a l’existence de solution de l’e quation (1).
Lemme 4. Soit n un nombre premier impair. Si p est un nombre premier
tel que p&1 et n soient e trangers ou tel que &7 soit un carre modulo p, alors
l ’e quation (1) admet au moins une solution modulo p.
Preuve. En effet, [ yn; y # Fp]=Fp de s que n est premier a p&1. Dans
ce cas, pour chaque x # Fp , il existe y # Fp tel que x2+7= yn.
D’autre part, si &7#x20 (mod p), (x0 , 0) est une solution. K
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Les seuls premiers susceptibles de fournir une obstruction sont donc de
la forme p=2nk+1, avec k # Z. On remarque alors que [ yn; y # Fp]=
[0] _ Ek ou Ek=[X; X # Fp et X 2k=1]. Ce ci permet de proce der a un test
modulaire en utilisant l’algorithme suivant:
Soit n un premier impair fixe et k un entier initialise a 1
1. si p=2nk+1 n’est pas premier, k=k+1, aller en 1;
2. si &7 est un carre modulo p, k=k+1, aller en 1;
3. de terminer Ek . Si pour un e # Ek , e&7 est un carre dans Fp ,
k=k+1, aller en 1.
Si l’algorithme se termine, il nous fournit un premier p tel que l’e quation
(1) pour n fixe n’ait pas de solution dans Fp , ni par conse quent dans Z.
Dans la pratique, on se fixe une borne Pour k et on abandonne la valeur
de n si l’algorithme ne fournit pas d’obstruction.
Re sultats Algorithmiques. Nous avons choisi la borne 100 pour k et
effectue ce test pour tout premier n<1000. Seules 14 valeurs de n ont pu
ainsi e^tre e limine es. Ces valeurs sont donne es en annexe ainsi que le
premier qui a fourni l’obstruction correspondante. Ces calculs ont pris un
peu plus d’une heure sur une station de travail Sun ultra 1.
Toutefois, nous n’abandonnons pas les conditions modulaires, mais nous
portons notre attention vers une autre e galite .
2.4.2. Conditions portant sur l ’e quation (2)
La proposition 1 e tablit une bijection entre les solutions entie res de
l’e quation (1) et celles de l’e quation (2). Nous allons donc maintenant nous
inte resser a la seconde e quation qui para@^t plus exigeante d’un point de vue
modulaire.
En effet, en utilisant la Proposition 1, on ve rifie facilement les implica-
tions suivantes: (n est toujours fixe )
(1) a une solution dans Z  (2) a une solution dans Z
- -
(1) a une solution modulo p o (2) a une solution modulo p
L’objectif est toujours de trouver une obstruction modulo p, cette fois-ci
a l’existence de solutions de l’e quation (2). Pour cela nous utilisons le
lemme suivant:
Lemme 5. Soit n un nombre premier impair. Si p est un nombre premier
strictement supe rieur a n tel que p&1 n’est pas divisible par n, alors l ’e qua-
tion (2) admet une solution modulo p.
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Preuve. Si a est non, nul l’e galite (2) peut s’e crire 1=anGn(c), ou
c=ba et ou Gn a e te de fini dans le paragraphe 2.3; nous utilisons ici une




uk=(|k&| k)(|&| ) # Z satisfait la relation uk+2=uk+1&2uk .
Conside rons maintenant a , c , G n les re ductions modulo p de a, c et Gn ,
dans le cas ou a {0.
Supposons que pour toute valeur de c dans Fp , on ait G n(c )=0. Alors
X p&1&1 divise G n(X) dans Fp[X], mais comme deg (G n)n<p&1,
G n=0 et par conse quent p divise chaque coefficient du polyno^me Gn dans Z.
En particulier p divise un&2 , nun&1 et n(n&1) un&1 2. Comme p est un
nombre premier strictement supe rieur a n, il est e tranger a n(n&1). p divise
alors 3 termes conse cutifs de la suite re currente uk et par conse quence tous
les termes uk , ce qui est impossible puisque u1=1.
Donc il existe une valeur de c tel que G n(c ){0 et si n et p&1 sont
e trangers alors on peut trouver un nombre a tel que 1=a nG n(c ). Ce qui
nous donne une solution modulo p. K
Le Lemme 5 nous indique que pour obtenir une obstruction a l’existence
de solutions de l’e quation (2) il faut conside rer les premiers p infe rieurs a n, ou
de la forme 2nk+1 ou k est un entier positif.
2.4.2.1. Le cas pn. Nous devons tester s’il existe des nombres a et b





k+ un&2+k an&kbk=1. (7)
Supposons que a=0, on a alors u2n&2bn=1. Comme n et p&1 sont
e trangers, cette e quation admet des solutions si u2n&2 n’est pas divisible
par p. Ceci constitue notre premier test.
Si p divise u2n&2 , nous devons alors conside rer les valeurs non nulles
de a. Comme dans la preuve du Lemme 4, nous pre fe rons tester s’il existe
a et c dans Fp tels que:
1=anG n(c) (8)
n et p&1 sont e trangers. Donc pour chaque valeur de c telle que G n(c){0,
on peut trouver une valeur de a telle que l’e quation (8) admette la solution
(a, c). Il n’y a obstruction que si G n s’annule identiquement sur Fp , c’est-a -
dire si X p&X divise G n dans Fp[X].
Si tel est le cas, on prouve la non-existence de solutions de l’e quation (2),
donc de l’e quation (1). Sinon, on essaie avec une autre valeur de p.
Un algorithme base sur les deux tests de crits ci-dessus a e te applique
pour tous les premiers n compris entre 11 et 1000 et pour tous les premiers
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p infe rieurs a n. Nous n’avons trouve aucune obstruction a l’existence de
solutions. Les calculs ont e te mene s en moins de 2 minutes sur une station
de travail Sun ultra2. Au vu des re sultats, nous n’avons pas poursuivi plus
avant.
2.4.2.2. Le cas p=2nk+1. Ici n et p&1 ne sont plus e trangers et la
situation n’est plus si favorable. A priori il faut tester pour chaque couple
(a, b) d’e le ments de Fp si l’e galite (7) est ou non satisfaite. En cas de succe s,
c’est-a -dire si l’e galite n’est jamais satisfaite, cela repre sente p2 e valuations
d’un polyno^me homoge ne de degre n, (en fait il est pre fe rable de faire p24
e valuations et de tester si le re sultat vaut 1 ou &1). Au contraire, de s
qu’une paire (a, b) satisfait l’e galite (7), p ne procure pas d’obstruction et
l’on peut tester la valeur suivante de p.
On peut cependant aller plus vite en utilisant une fois de plus l’e quation
(8) lorsque a{0. En effet, on a de ja vu que [an; a # Fp&[0]]=[X; X # Fp
et X2k&1=0] (nous avons note cet ensemble Ek).
Pour a=0, l’e quation devient u2n&2bn=1. Notre algorithme peut donc
e^tre de crit comme suit:
Soit n un nombre premier fixe supe rieur ou e gal a 11 et k un entier
initialise a 1
1. si p=2nk+1 n’est pas premier, k=k+1, aller en 1;
2. de terminer l’ensemble Ek ;
3. si pour un s # Ek , u 2n&2s=1, k=k+1 aller en 1;
4. si pour un s # Ek et pour un c # Fp sG n(c)=1, k=k+1 aller en 1.
Si l’algorithme se termine, il nous fournit un premier p tel que l’e quation
(2) pour n fixe n’ait pas de solution dans Fp , ni par conse quent dans Z.
Dans la pratique, on se fixe une borne pour k et one abandonne la
valeur de n si l’algorithme ne fournit pas d’obstruction.
En cas de succe s pour les premiers n et p=2k+1, il faut calculer a peu
pre s 2kp e valuations du polyno^me XG n(Y). Le nombre d’e tapes est donc
re duit d’un facteur 4n et de plus ce polyno^me est moins cou^teux a e valuer.
Re sultats Algorithmiques. Nous avons applique cet algorithme a tous
les premiers n compris entre 11 et 5000 et nous avons trouve une obstruc-
tion pour chaque valeur n excepte pour n=13. Ces calculs ont e te mene s
sur une station de travail Sun de type ultra 1. Le temps de calcul ne cessaire
est de l’ordre d’une douzaine de jours. Il est de 4 heures si l’on se restreint
a 11n<1000.
Nous donnons en annexe un tableau donnant pour chaque valeur premie re
de n entre 11 et 1000, excepte 13, la plus petite valeur de p qui permet de
prouver la non-existence de solutions a l’e quation (2).
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Pour de montrer le The ore me 2, il reste a e tudier 3 valeurs de n: 5 et 7
pour lesquelles des solutions de l’e quation (2) sont connues et 13 pour
laquelle nous ne connaissons pas de solution, mais qui a re siste au crible
modulaire.
2.5. Re solution de deux e quations de Thue: Cas n=5 et n=7
Pour ces deux valeurs de n, nous avons a re soudre deux e quations de
Thue de degre s respectifs 5 et 7, dont les corps de nombres associe s sont
totalement re els. Pour appliquer la me thode de N. Tzanakis et B. M. M. de
Weger [20], nous devons de terminer un syste me d’unite s fondamentales
qui sera donc de rang respectivement 4 et 6. A partir de ce syste me, un
re sultat sur les minorations de logarithmes nous permettra d’obtenir une
borne supe rieure pour les solutions de l’e quation correspondante. Nous
re duirons ensuite cette borne en utilisant l’algorithme LLL en dimension
respectivement 4 et 6. Nous donnons maintenant les de tails des calculs en
suivant [20]. Tous les calculs de cette section ont e te programme s gra^ce a
la bibliothe que Pari utilise e sous GP [5].
2.5.1. Les bornes supe rieures
2.5.1.1. Le cas n=5. L’e quation (2) pour n=5 s’e crit:
&a5&15ba4&10b2a3+50b3a2+35b4a&3b5=1. (9)
Pour re soudre l’e quation (9) nous travaillons dans le corps R=Q(%) ou
% satisfait l’e galite suivante:
%5&10%3+20%&4=0. (10)
Ce corps de nombres est bien su^r totalement re el, son discriminant vaut
2450000=245572. L’anneau des entiers de R admet pour base [1, %, %2,
%32, %42]. Le groupe des classes d’ide aux est trivial et un syste me d’unite s
fondamentales est donne par:
=1=1&3%+%32, =2=1&7%&4%2+%3+%42,
=3=1+6%&3%2&%3+%42, =4=3&8%&4%2+%3+%4.
Le re gulateur vaut 81.4330.... Posons
,=&1+8%+4%2&%3&%42.
Cet entier alge brique satisfait l’e galite :
,5&15,4+10,3+50,2&35,&3=0.
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On peut donc e crire l’e quation (9) sous la forme NRQ(a&b,)=&1 ce qui










A partir de trois plongements re els, on peut e liminer a et b, et faire
appara@^tre naturellement une forme line aire de logarithmes, ce qui conduit
a une borne supe rieure pour B=max[ |b1 |, |b2 |, |b3 |, |b4 |]. Nous obtenons
pour cette e quation le re sultat suivant:
Si |b|>3 alors B<1040.
2.5.1.2. Le cas n=7. L’e quation (2) pour n=7 s’e crit:
&a7+35ba6+147b2a5&105b3a4&595b4a3&231b5a2+161b6a+45b7=1.
(11)
Pour re soudre l’e quation (11) nous travaillons dans le corps L=Q(!) ou
! satisfait l’e galite suivante:
!7&14!5+56!3&56!&22=0. (12)
Ce corps de nombres est bien su^r totalement re el, son discriminant vaut
18078415396=26710. L’anneau des entiers de L admet pour base [1, !, !2,
!3, !4, !5, !6]. Le groupe des classes d’ide aux est trivial et un syste me







Le re gulateur vaut 1815.5478 } } } . Posons
=&5&12!+8!3&!5.
Cet entier alge brique satisfait l’e galite :
7+356&1475&1054+5953&2312&161+45=0.
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On peut donc e crire l’e quation (11) sous la forme NLQ(a&b)=&1 ce












A partir de trois plongements re els, on peut e liminer a et b, et faire
appara@^tre naturellement une forme line aire de logarithmes, ce qui conduit
a une borne supe rieure pour B=max[ |b1 |, |b2 |, |b3 |, |b4 |, |b5 |, |b6 |]. Nous
obtenons pour cette e quation le re sultat suivant:
Si |b|>12 alors B<1057.
2.5.2. Bornes re duites et re sultats
2.5.2.1. Le cas n=5. Pour mettre en #uvre la re duction propose e par
N. Tzanakis et B. M. M. de Weger, il faut construire pour chaque racine
re elle du polyno^me associe a R un re seau qui de pend d’une paire de racines
distinctes de celle de ja conside re e. Il faut donc appliquer l’algorithme LLL
a deux matrices de rang 4 et dont les coefficients ont de l’ordre de 200
chiffres. (La taille des coefficients est essentiellement plus grande que la
puissance quatrie me de la borne trouve e en 2.5.1.1.) Une premie re re duc-
tion conduit a la nouvelle borne: B256. Une deuxie me nous montre que
B27. Enfin l’e nume ration finale montre que les seules solutions de l’e qua-
tion (9) sont (a, b) # [(&1, 0); (2&1)] et elles conduisent aux solutions
(x, y) # [(5, 2), (181, 8)] pour l’e quation (1) lorsque n=5.
Le temps de calcul ne cessaire pour re soudre cette e quation est infe rieur
a la minute.
2.5.2.2. Le cas n=7. Ici, nous devons aussi appliquer l’algorithme LLL
a deux matrices, mais cette fois de rang 6 et avec des coefficients d’environ
400 chiffres. La premie re re duction conduit a la borne B1086 et ne cessite
a peut pre s 2 minutes de calculs. A l’aide de deux e tapes supple mentaires,
on atteint la borne B112. On peut alors proce der a l’e nume ration finale
qui conduit a une seule solution de l’e quation (11) (a, b)=(&1, 0). La
proposition 1, nous permet de conclure que l’e quation (1) pour n=7
admet pour unique solution le couple (x, y)=(11, 2).
2.6. Re solution d’une e quation de Thue dans un cas limite, le cas n=13
Le cas n=13 ne peut pas se traiter de la me^me fac on que les deux cas
pre ce dents pour deux raisons.
Tout d’abord il nous est impossible de de terminer un syste me d’unite s
fondamentales du corps correspondant a l’e quation de Thue. Notons que
c’est ici surtout un proble me de stockage de donne es interme diaires qui
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bloque l’algorithme. Nous avons tente de mener ces calculs avec une pile
de 108 octets, mais cela n’a pas e te suffisant.
Ensuite, me^me si nous parvenions a de terminer un tel syste me, il nous
faudrait appliquer l’algorithme LLL a des matrices de rang 12, dont les
coefficients pourraient avoir jusqu’a 1500 chiffres, ce qui est aussi en dehors
de nos capacite s de calcul.
Le deuxie me proble me peut en fait e^tre surmonte en utilisant une autre
re duction que celle propose e par N. Tzanakis et B. M. M. de Weger. Dans
ce cadre ou le rang du groupe des unite s est e leve , c’est sans conteste la
me thode introduite par Y. Bilu et G. Hanrot [8] qui re pond le mieux au
proble me.
C’est donc le proble me des unite s qui est le n#ud de la re solution de
cette e quation de Thue. Nous utilisons de manie re essentielle le travail de
G. Hanrot qui permet de re soudre une e quation de Thue par l’inter-
me diaire d’un syste me d’unite s de rang maximal qui n’est pas force ment un
syste me d’unite s fondamentales (voir [12]).
2.6. Une borne supe rieure








Pour re soudre l’e quation (13) nous travaillons dans le corps M=Q( y)
ou y satisfait l’e galite suivante:
y13&26y11+260y9&1248y7+2192y5&2912y3+832y&20=0. (14)
Ce corps de nombres est bien su^r totalement re el, son discriminant vaut
145952577189773202214912=212761313. L’anneau des entiers de M admet
la base donne e par le vecteur v=(vk)1k12 suivant:
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Le groupe des classes d’ide aux est trivial et un syste me d’unite s de rang













Le re gulateur de la famille d’unite s, c’est-a -dire le de terminant de la







h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9 h10 h11 h12 h13
1430 &3466 2751 2412 8 1181 398 7024 &2056 &804 252 34 &11




gkxn&k=0 ou gk= fk 23k&1.
On peut donc e crire l’e quation (13) sous la forme NMQ(a&bx)=2312 ce





ou + fait partie de l’ensemble fini M de repre sentants modulo les unite s des
entiers alge briques de M de norme 2312 et b0 est un entier positif infe rieur
a l’indice de la famille d’unite s (=j)1 j12 par rapport a un syste me d’unite s
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fondamentales. Rappelons que si on note R(M) le re gulateur de M et R(=)





Remarque 1. C’est a ce stade qu’appara@^t l’ide e de G. Hanrot d’intro-
duire l’entier b0 pour ‘‘se passer" d’un syste me d’unite s fondamentales.
La de composition de 13 dans M est donne e par 23=PQR ou P est de
norme 23, Q et R sont de normes 236. Leurs coordonne es dans la base
(vk)1k12 sont respectivement:
33 &82 79 71 &15 42 22 177 &20 &22 1 1 0
97 &177 189 195 &58 166 98 464 78 &73 &16 4 1
49 &103 5 128 9 70 43 184 61 &22 &3 1 0
On a alors M=[P12, Q2, R2, P6Q, P6R, QR].
On peut calculer une borne supe rieure pour b0 a l’aide d’une minoration
the orique du re gulateur du corps. On sait par exemple que R(M)0.2.
Cette minoration donne ici la borne b0436965150.
Une fois cette borne obtenue, toujours gra^ce a des minorations et des






si (a, b) est une solution de (13), et si |b|>1024 alors B<10111.
L’introduction de b0 n’a pas modifie de fac on marquante la taille de la
borne pour les autres bi . En effet, a partir d’un syste me d’unite s fondamen-
tales, nous aurions pu choisir b0=1, et la borne obtenue aurait e te environ
10100 ce qui reste du me^me ordre de grandeur.
La condition |b|>1024 refle te simplement le fait que l’on ne peut de duire
des contraintes que pour une solution e ventuelle de l’e quation (13) assez
grande devant les donne es du corps de nombres et devant le second mem-
bre qui vaut ici 2312. En pratique cette limitation n’est pas ge^nante puisque
l’on sait que si (a, b) est une solution de (13) telle que |b|>41, alors ab
est une re duite d’une racine re elle du polyno^me apparaissant dans (14) qui
se calcule facilement par de veloppement en fractions continues.
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2.6.2. Re duction de la borne
Pour e viter de manipuler un re seau de dimension assez grande, ici 13,
nous utilisons la variante de M. Bennet et B. M. M. de Weger [7] avec
r=3 qui consiste a re duite r&1 formes a 2 variables (voir [12 p. 47]). La
pre cision requise pour cette re duction est de l’ordre de B (r+1)(r&1)sup si Bsup
est le majorant de B. Ici, nous devons donc calculer avec une pre cision
infe rieure a 250 chiffres.
En contrepartie les nouveaux re seaux a mettre en #uvre de pendent
explicitement du plongement re el conside re et du repre sentant + de M. Ici
M est compose de 6 e le ments et le corps M admet 13 plongements re els.
Il faudra donc appliquer l’algorithme LLL a 78 matrices de dimension 3
dont les coefficients ont au plus environ 250 chiffres. Enfin, un lemme
([12] Lemme 1.40, p. 48) permet de re duire la borne de b0 une fois que
l’on a re duit celle des autres bi .
La re duction pratique a e te faite avec un programme e crit par G. Hanrot
aimablement mis a ma disposition. Ce programme e crit en langage C utilise
tre s largement la bibliothe que Pari et reprend la me thode expose e dans [12].
Apre s au plus quatre re ductions pour chacune des 78 matrices, on obtient
le majorant B<14. Une e nume ration brutale n’est pas encore possible,
puisqu’il reste 2913 13-uplets possibles. Mais en utilisant la relation e tablie
dans [12, p. 45] (ici nous remplac ons x par b):
|bi&b0$i log |b|&b0 *i |b0
c$
|b|n
pour deux indices i1 et i2 , nous obtenons:




Ce qui implique que si |b| est assez grand, $ i2 bi1+* i2 b0 est proche d’un
entier (voir [12], p. 51, pour un e nonce pre cis). Ce test se fait donc pour
chaque couple (bi1 , b0), il est donc tout a fait praticable dans notre situa-
tion et conduit a la borne 714 pour |b|.
On ache ve ainsi la preuve du The ore me 2 annonce en de but de
paragraphe.
Le temps ne cessaire a la re solution de l’e quation (13) se re partit de la
fac on suivante:
Environ 30 minutes pour la recherche d’un syste me d’unite s de rang
maximal et de l’ensemble M.
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Environ 15 minutes pour l’inversion de la matrice 12_12 des plonge-
ments logarithmiques (ne cessaire pour e tablir les formes line aires a 3
variables).
Enfin moins de 2 minutes pour effectuer la re duction des 78 re seaux et
l’e nume ration finale.
2.7. E tude locale de l’e quation (13)
Nous avons montre que l’e quation (13) que nous noterons ici
f (X, Y)=1 avec f (X, Y)=X13G13(YX)
n’a pas de solutions entie res. D’autre part, nous avons de crit un algorithme
pour tester si cette e quation a ou non des solutions dans Fp . Nous allons
montrer que cette e quation admet des solutions dans Fp et dans Qp pour
tout premier p.
Notons Np le nombre de points dans Fp de la courbe projective associe e
Cp de finie sur Fp par l’e quation f (X, Y)=Z13 et g le genre arithme tique de
cette courbe. A. Weil [21] a e te le premier a e tablir un encadrement du
nombre de points rationnels sur Fp pour les courbes projectives lisses
de finies sur Fp . Re cemment Y. Aubry et M. Perret ont ge ne ralise ce re sultat
au cas des courbes projectives absolument irre ductibles e ventuellement
singulie res [2].
Comme f est un polyno^me homoge ne en X et Y, on peut montrer que
la courbe Cp est irre ductible sur F p pourvu que f n’admette pas de racine
multiple dans F p . Apre s calcul du discriminant de f on montre donc que la
courbe Cp est absolument irre ductible pourvu que p soit distinct de 2, 7, 13.
En particulier si p>13, le re sultat de Aubry Perret s’applique et nous
donne:
Npp+1&2gp12.
On calcule que g66. Soit N le nombre de points sur Fp de la courbe
affine d’e quation (13), et N le nombre de points a l’infini de la courbe Cp .
On a N=Np&N , et N13. D’autre part le nombre de points
singuliers de la courbe affine est majore par le genre arithme tique g.
En conclusion, si p+1&132p12>13+66, la courbe affine posse de un
point re gulier dans Fp , et gra^ce au lemme de Hensel, elle admet donc un
point dans Qp . La condition est ve rifie e de s que p1332.
Maintenant pour chaque premier infe rieur a cette borne nous ve rifions
que l’e quation (13) admet une solution dans Fp qui ve rifie les conditions
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d’application du lemme de Hensel. En fait nous trouvons un point re gulier
de la courbe affine dans Fp pour chaque p excepte pour 13. Pour p=13, les
deux de rive es partielles de f s’annulent identiquement dans F13 . Cependant
on trouve un point de la courbe dont la valuation est au moins 3, et en lequel
chaque de rive e partielle est de valuation exactement 1. Nous pouvons donc
e noncer le re sultat:
The ore me 3. L’e quation (13) n’admet pas de solutions entie res, mais elle
admet des solutions dans Qp pour tout nombre premier p.
3. L’E QUATION X2+7=YN LORSQUE Y EST FIXE
Dans ce paragraphe, nous donnons des algorithmes pour re soudre l’e qua-
tion (1) conside re e pour une valeur fixe e de y. Les grandes e tapes sont les
suivantes:
v Dans une premie re partie, pour une valeur fixe e de y, nous de ter-
minons une borne supe rieure pour n en utilisant le meilleur re sultat disponible
concernant les minorations de formes line aires de logarithmes. Puis nous
montrons comment en utilisant des techniques de re duction classiques dans
ce contexte, on peut en de duire une borne beaucoup plus raisonnable qui
rend le travail d’e nume ration finale accessible a nos ordinateurs.
v Dans la deuxie me partie, nous de crivons une autre me thode base e
sur de l’analyse 2-adique et nous comparons l’efficacite des me thodes.
Ces me thodes sont base es essentiellement sur un test conditionnel (sur la
plus petite longueur des vecteurs non nuls d’un re seau pour la premie re et
sur les chiffres de l’e crite 2-adique d’un nombre pour la seconde). Rien
ne prouve a priori que nous allons re ussir a e tablir une borne plus petite
pour n. C’est en fait un argument probabiliste qui motive ces me thodes. Par
conse quent, nous ne sommes pas su^rs de rendre praticable la re solution de
l’e quation (1) pour une valeur particulie re de y. Cependant, en pratique, les
me thodes semblent donner des re sultats tre s uniformes et le temps de calcul
semble de pendre uniquement de la taille de y. C’est donc la taille de y qui
limite l’utilisation du proce de . Toutefois, cette approche permet d’e tablir le
re sultat suivant:
The ore me 4. Si l ’e quation (1) admet une autre solution (x, y, n) que
celles donne es dans la conjecture de Cohn, alors:
y>109.
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Au vu des re sultats connus rappele s dans l’introduction, nous allons
conside rer dans tout ce qui suit que le triplet (x, y, n) est une solution de
l’e quation (1) qui satisfait les conditions suivantes:




Les outils que nous allons utiliser sont les ingre dients classiques utilise s
dans la re solution d’une e quation de Thue introduite par N. Tzanakis et
B. M. M. de Weger [20]. Nous allons tout d’abord faire appara@^tre une
forme line aire de logarithmes, puis nous e tablissons une majoration de
cette forme line aire qui combine e avec les re sultats de minoration conduira
a un majorant de n. Ensuite, nous re duisons ce majorant a l’aide de la
technique classique sur les re seaux.
3.1.1. La forme line aire de logarithmes
L’anneau des entiers OK du corps de nombre K=Q(i - 7) est principal,
engendre par |=(1+i - 7)2 et la de composition en facteurs premiers de
2 est donne e par 2=|| .
Proposition 2. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) ou x est en





ou = vaut 1 ou &1.
De plus il existe des entiers impairs a et b tels que ; s’e crive
;=
a+i - 7 b
2
.
Preuve. Comme y est pair, | et | divisent y and OK et l’on peut e crire
l’e quation (1) sous la forme:
(x+i - 7)(x&i - 7)=(|| :: )n
ou : est un entier de OK de norme y2.
Tout diviseur commun de x+i - 7 et de x&i - 7 divise 2x et 2i - 7
dans OK . Il est facile de voir que l’e quation (1) n’a pas de solution lorsque
7 divise x. Par conse quent, x+i - 7 et x&i - 7 ont au plus 2 comme
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diviseur commun. Mais comme x est en entier impair, 2 divise effectivement
x+i - 7 et x&i - 7. On peut donc e crire que:
x+=i - 7=2|n&2#n (16)
ou # # [:; : ; &:; &: ], et = vaut 1 ou &1.
L’e galite (15) est donc e tablie avec ;=#|, qui bien de norme y. D’autre
part # et # n’ont pas de facteur commun et par conse quent ; et ; non plus.
En particulier ; n’est pas divisible par 2. Supposons que l’on puisse e crire
;=c+i - 7 d avec c et d des entiers. Comme ; est de norme y qui est pair,
c et d seraient alors de me^me parite , ce qui contredit le fait que 2 ne divise
pas ;. On a donc l’e criture annonce e pour ;. K
Notons log la de termination principale du logarithme complexe, c’est-a -
dire telle que &?<Im(log z)? et posons:
4=2 log \||+&n log \
;
;++ki? (17)
ou k est en entier choisi tel que |4|<?.
3.1.2. La Majoration










On voit donc que si x est grand, 4 est proche de ze ro. Plus pre cise ment,
en utilisant l’ine galite |log(1+z)|1.39 |z| valable pour tout nombre
complexe z de module infe rieur ou e gal a 12 (voir [20], p. 106), on
obtient l’assertion suivante:
Proposition 3. Conside rons une solution (x, y, n) de l ’e quation (1) et






Soit B=max(2, n, |k| ). Notre choix de k et de la de termination prin-
cipale du logarithme, implique que
nBn+2. (20)
3.1.3. Un Grand Majorant de n
Nous allons maintenant utiliser le re sultat de minoration de forme line aire
de logarithmes du^ a A. Baker et G. Wu stholz [4], que nous allons formuler ici
avec des notations le ge rement diffe rentes, correspondant a l’application que
nous en ferons.
The ore me 5 [4, p. 20]. Soit :1 , ..., :r des entiers alge briques et b1 , ..., br
des entiers rationnels.
Si 4=b1 log :1+ } } } +br log :r {0 alors
log |4|>&C(r, d ) h$(:1) } } } h$(:r) log(max(B, e))
avec d=[Q(:1 , ..., :r) : Q], B=max( |b1 |, ..., |br | )
C(r, d )=18(r+1)! rr+1(32d )r+2 log(2rd )
et h$(:)=max(h(:), |log(:)|d, 1d ) ou h(:) est la hauteur logarithmique
absolue de :.
Appliquons ce the ore me a la forme line aire de logarithmes 4 de finie par









Le corps de de finition des 3 entiers alge briques est simplement K=Q(i - 7)
et donc d=2. On calcule h$(&1)=?2, h$(:1)max(log 22, 1.21, 12).
En utilisant NKQ(;)= y et l’ine galite h(; ;)h(;)+h(; ), on obtient la
majoration h$(:2)max(log y, ?)2. Enfin, comme n2, la relation (20)
permet d’affirmer que max(B, e)n+2. En reportant ces valeurs, on obtient:
Proposition 4. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1).
Posons c2=8.88_1013, alors on a:
log |4|&c2 max(log y, ?) log(n+2). (21)
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Nous avons de ja mentionne dans l’introduction que si p est un facteur
premier de y, alors il est diffe rent de 7 et &7 est un carre modulo p. Cette
condition combine e avec la condition (V) implique que:
y22 (22)
et par conse quent, la condition de la Proposition 3 est satisfaite. Mainte-





log y>&c2 max(log y, ?) log(n+2).








il est clair que le terme de gauche de cette dernie re ine galite doit e^tre positif
pour n suffisamment grand. Pre cise ment, on en de duit la borne suivante
pour n:
Proposition 5. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1), alors:
n6.6_1015. (24)
3.1.4. Re duction de la borne supe rieure
Nous proce dons maintenant a la re solution de l’e quation (1) pour une
valeur fixe e de y satisfaisant la condition (V) ainsi que les conditions modu-
laires d’existence de solution. Nous avons e tabli dans les paragraphes
pre ce dents que si (x, y, n) est une solution de l’e quation (1) avec n5, il
existe un entier ; de norme y dans OK et une forme line aire de logarithmes
4 de finie par (17) satisfaisant les conditions:
|4|K1 exp(&K2B), B<K3 (25)
ou K2= 12 log( y), K3=6.7_10
15 et B=max(n, |k| ).
Il s’agit donc de ve rifier pour chaque entier ; s’il existe un couple
d’entiers (n, k) ve rifiant les deux conditions (25). Rappelons que les entiers
de OK de norme fixe e sont en nombre fini. Nous avons montre dans la
Proposition 2 que ces e le ments ; sont de crits par les couples d’entiers
impairs (a, b) ve rifiant a2+7b2=4y.
A. Baker et H. Davenport furent les premiers a introduire l’ide e de re duc-
tion pre cise ment pour le rang 2 [3]. Nous allons appliquer ici la me thode
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de re duction introduite ensuite par B. M. M. de Weger qui permet de
traiter des formes line aires de rang arbitraires.
Ces re ductions de majorants sont motive es par l’ide e que les re sultats
actuels de minorations de formes line aires de logarithmes peuvent e^tre
nettement ame liore s, mais surtout par l’ide e que ces re sultats tre s ge ne raux
doivent force ment tenir compte de cas extre^mes. Pour un cas donne , il est
donc raisonnable de penser que l’on peut ame liorer ce re sultat.
La re duction est base e sur l’utilisation de l’algorithme LLL qui permet
de minorer la plus petite longueur d’un vecteur non nul d’un re seau et aussi
de calculer un minorant de la distance qui se pare un vecteur de R2 de ce
re seau.
Ici nous aurons un re seau de dimension 2; pour cette dimension l’algorithme
LLL co@ ncide avec l’algorithme de Gauss.
Soit 1 le re seau de R2 engendre en tant que Z-module par les vecteurs




ou +1=?, +2=1i log(a&i - 7 ba+i - 7 b), [x] repre sente la partie
entie re du nombre re el x, et ou K est une constante re elle positive dont
nous pre ciserons le choix plus tard. Posons aussi +0=&2i log(1&i - 71
+i - 7) et de finissons l’e le ment de R2 suivant:
x=\ 0[K+0]+ .
Nous allons minorer la distance euclidienne d(x, 1) entre le point x et le
point le plus proche du re seau 1. C’est ici que nous utilisons un algorithme
permettant de trouver une base du re seau relativement ‘‘carre e’’; cette base
permet d’obtenir la minoration cherche e.
Puis nous conside rons le point z du re seau 1 de coordonne es (k, &n)
dans la base (v1 , v2). On a alors d(x, z)d(x, 1 ). D’autre part, on peut
e crire que d(x, z)=- k2+*20 ou
*0=k[K+1]&n[K+2]&[K+0].
Avec les nouvelles notations, on peut e crire 4i=k+1&n+2&+0 et
comme n et k sont infe rieurs a K3 , on en de duit que:
}*0&K 4i }2K3 .
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On voit que si d(x, 1 ) est sensiblement plus grande que K3 , alors |K4|
est aussi plus grand que K3 , et en reportant ce renseignement dans
l’ine galite de contrainte (25) on obtient une nouvelle borne supe rieure pour
B qui est de l’ordre de grandeur du logarithme de K. Plus pre cise ment,
on a:
Proposition 6. Si d(x, 1)>- 852K3 alors B<1K2 log(KK1 2K3).
Preuve. Ce re sultat re sulte de la Proposition 3.2 de [20, p. 114] avec
q=2 et du Lemme 3.7 de [11].
On voit donc que l’on doit choisir K suffisamment grand pour que la
condition de la proposition soit satisfaite, mais le moins grand possible
pour que la nouvelle borne soit la meilleure possible.
Comme il est explique dans [20], cette condition sera tre s probablement
satisfaite si l’on choisit K le ge rement plus grand que K 23 , ce qui nous
donnera donc une nouvelle borne d’ordre de grandeur log K3 . En effet, si
le re seau admet une base relativement ‘‘carre e’’ chaque vecteur de la base
est a peu pre s d’ordre de grandeur de la racine carre e du volume du re seau
soit K12=K3 et donc en moyenne, la distance d’un point de R2 au re seau
1 aura aussi le me^me ordre de grandeur.
3.1.5. Pre sentation de l ’Algorithme
Dans notre situation, K3=1016 et nous devons mettre en #uvre cette
re duction pour de nombreux couples (a, b). Nous allons donc choisir K=K 33
ce qui est peut-e^tre excessif pour certains couples, mais qui est ne cessaire
pour que la condition de la Proposition 8 soit satisfaite uniforme ment pour
tous les couples (a, b) a conside rer.
Il faut conside rer a priori tous les couples d’entiers impairs (a, b) ve rifiant
a2+7b2=4y. Cependant, la forme line aire de logarithmes 4 est invariante
si l’on transforme ; en son oppose , on ne conside rera donc que les valeurs
de a positives. D’autre part, notre test porte sur le re seau 1, qui reste
inchange par transformation de ; en son conjugue , donc b sera aussi choisi
positif.
Nous donnons maintenant les diffe rentes e tapes de la re solution pratique
de l’e quation (1) pour toutes les valeurs de y possibles satisfaisant (V) et
infe rieures a M.
Pour chaque couple (a, b) d’entiers impairs positifs tels que a2+7b22M,
initialiser K=K 33 .
1. Si 7 divise a ou si a2+7b2 est une puissance de 2 changer de
couple (a, b) et aller en 1.
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2. Calculer une base LLL-re duite du re seau 1; en de duire une
minoration de d(x, 1 ).
3. Si d(x, 1)>(- 852) K3 alors n<120. Sinon K=100K, aller en 2.
Bien su^r, il n’est pas garanti a priori que nous re ussissions a re duire la
borne K3 et le test final de pend fortement de la borne supe rieure finale.
Mais dans les faits, la re duction a toujours eu lieu. Nous avons applique
cet algorithme pour M=107 avec le choix de K=K 33 et la re duction a
toujours re ussi de s le premier essai.
Il a fallu a peu pre s 28 heures de calcul pour assurer que la borne
K3=1016 peut e^tre remplace e par 120 pour tout couple (a, b) dans le
domaine conside re . D’apre s le The ore me 2, on sait que les seules solutions
de l’e quation (1) avec n5000 sont celles annonce es dans la conjecture de
Cohn. Ceci e vite l’e nume ration finale qui serait faisable mais probablement
longue.
A ce terme, nous n’avons pas de montre le The ore me 4, mais nous avons
tout de me^me montre que: Si (x, y, n) est une solution de (1) satisfaisant
la condition (*), alors:
| y|107.
3.2. Utilisation d’outils 2-adiques
Nous allons essayer dans ce paragraphe de tirer profit de la parite de y.
Rappelons en effet que Ljundggren a montre que l’e quation (1) n’a pas de
solutions si y est impair. Donc si l’on a une solution (x, y, n) avec une
grande valeur de n, cela doit apporter une forte information 2-adique.
3.2.1. Une autre borne supe rieure
Nous commenc ons par reformuler certains re sultats et par de finir de
nouvelles notations.
Proposition 7. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) avec x un
entier impair, alors il existe deux entiers a et b tels que y=2(a2+ab+2b2)
et:
| 2|n&2(a+b|)n=;n1&;2 (26)
ou ;1=| (a+b| ), ;2=&=i - 7 | 2 et ou = vaut 1 ou &1.
Preuve. En reprenant l’e galite (16) de la preuve de la Proposition 2, on
e tablit qu’il existe un entier # de OK tel que:
|n&2#n==i - 7+| n&2# n.
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Comme 1 et | engendrent OK comme Z-module, il existe deux entiers a et
b tels que #=a+b|. En multipliant la dernie re e galite par | 2, on obtient
l’e galite (26) annonce e. K
Conside rons ;n1&;2 . Le re sultat e nonce dans la Proposition 7 implique
que la valeur absolue 2-adique de cette expression est petite si n est grand.
D’autre part, des re sultats de minoration de formes line aires de logarithmes
p-adiques montrent que cette valeur absolue ne peut pas e^tre trop petite.
La combinaison de ces deux re sultats donne une majoration de n.
Nous avons de ja e tabli une borne supe rieure pour n, cette approche n’a
donc d’inte re^t que si la borne atteinte est meilleure que la pre ce dente. C’est
pre cise ment cette motivation qui nous a fait conside rer ces proprie te s. En
effet les re sultats ge ne raux de minoration de formes line aires de logarithmes
conduisent toujours a des constantes gigantesques. Cependant dans le cas
ou la forme line aire contient seulement deux logarithmes, M. Laurent,
M. Mignotte et Y. Nesterenko ont e tabli une avance e spectaculaire [14]
rendant ainsi accessibles de nombreux proble mes faisant intervenir une telle
forme line aire de logarithmes. Par la suite Y. Bugeaud et M. Laurent ont
e tabli un re sultat similaire pour des formes line aires a deux logarithmes
p-adiques [9]. Ce re sultat peut aussi se traduire en termes de minoration
de la distance p-adique entre 2 puissances de nombres alge briques. Nous
nous inte ressons pre cise ment a une expression de ce type: ;n1&;2 .
Nous e nonc ons maintenant le re sultat de Y. Bugeaud et M. Laurent






ou b1 et b2 sont des entiers et ;1 et ;2 des entiers alge briques.
Soit Q 2 une clo^ture alge brique du corps des nombres 2-adiques Q2 .
Notons v la seule valuation qui prolonge sur Q 2 la valuation 2-adique
standard de Q2 normalise e par v(2)=1. Fixons une injection de K dans Q 2
et conside rons maintenant ;1 et ;2 comme des e le ments de Q 2 , notons
alors Kv=Q2(;1 , ;2) le corps engendre sur Q2 par ;1 et ;2 . Soit f le degre
re siduel de l’extension de Q2 a Kv et posons:
D=
[Q(;1 , ;2) : Q]
f
.
Pour i=1, 2 soit Ai deux nombres re els plus grands que 1 tels que:
log Aimax {h(;i), log 2D =
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Le re sultat de Y. Bugeaud et M. Laurent s’e nonce alors:
The ore me 6 [9, p. 20]. Supposons que ;1 et ;2 soient des unite s de Kv




D4 \max {log b$+0.034, 15 log 2D , 10=+
2
log A1 log A2 .
(28)
Remarque 2. Ce the ore me est une reformulation du The ore me 4 de
[9 p. 316] dans le cas ou p=2, +=15 et &=10. L’entier g de fini dans [9]
a la page 313 est ici e gal a 1 car toute unite 2-adique est de fait principale.
Nous allons maintenant appliquer ce re sultat au terme de droite de
l’e galite (26), a savoir ;n1&;2 . Nous avons donc b1=n, b2=1; ;1 et ;2
sont quant a eux de finis dans la Proposition 7.
En utilisant le lemme de Hensel, on voit que le polyno^me x2+x+2
posse de deux racines distinctes dans Q2 , une de valuation 1 et l’autre de
valuation 0. Ses racines dans C sont | et | . Nous choisissons ici une
repre sentation de K dans Q 2 en associant | a la racine du polyno^me
x2+x+2 de valuation 1 dans Q2 . Apre s identification, on peut donc e crire
que v(| )=0. D’autre par on remarque lors de cette construction que | et
| sont e le ments de Q2 , il en est donc de me^me de ;1 et de ;2 , on a donc
Kv=Q2 . Comme Q(;1 , ;2)=K, on de duit que D=2.
Nous calculons log A2=log 282 et log A1=log y2 car NKQ(;1)= y.
Comme y22, on a b$0.3002n+0.33.
Il est e vident que ;2 est une unite 2-adique et l’on de duit de l’e galite (26)
que
v((;n1&;2))n&2. (29)
Comme on a suppose n5, cela implique que ;1 est aussi une unite . Nous
avons de ja vu que si (x, y, n) est une solution de l’e quation (1) alors 7 ne
divise pas y. Par conse quent ;1 n’est pas divisible par i - 7 dans OK , ce qui
montre que ;1 et ;2 ne sont pas multiplicativement lie s et que les condi-
tions d’application du The ore me 6 sont satisfaites. Nous obtenons alors:
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Proposition 8. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) avec x un
entier impair et soit ;1 et ;2 les entiers alge briques de finis dans la Proposi-
tion 7. On a alors l ’ine galite suivante:
v(;n1&;2)2079(max[log(0.3002n+0.33)+0.0341, 10])
2 log y. (30)
En combinant les ine galite (29) et (30), on a alors:
n&2&2079(max[log(0.3002n+0.33)+0.034, 10])2 log y0. (31)
Il est donc clair que pour chaque valeur de y cette dernie re ine galite va
conduire a un majorant de n. Nous n’obtenons pas ici une majoration de
n inde pendante de y. Ce re sultat est donc moins ge ne ral que celui obtenu
dans le premier paragraphe. Cependant, au vu des calculs de ja effectue s
pour re soudre l’e quation (1) pour chaque valeur de y jusqu’a 107, il est
clair que l’on ne peut pas espe rer continuer ces calculs syste matiquement
tre s loin. On peut estimer par exemple a 120 jours le temps de calcul
ne cessaire pour atteindre la borne 109 avec la me thode pre ce dente. Il para@^t
donc raisonnable de ne conside rer que des ‘‘assez’’ petites valeurs de y et
dans ce cas, l’ine galite (31) va nous fournir une majoration de n nettement
meilleure que celle trouve e en (24).
Proposition 9. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) avec y1010,
alors
n1.1_107. (32)
Remarque 3. La de pendance en y est logarithmique, on peut donc
conside rer des valeurs de y sensiblement plus grandes sans toutefois
beaucoup modifier la borne pour n.
La premie re ide e qui vient a l’esprit, est d’appliquer la me^me me thode de
re duction qu’au paragraphe 3.1.4, en tirant profit de cette nouvelle borne,
qui permet de choisir la constante K plus petite. Nous avons repris les
calculs pour chaque valeur de y jusqu’a 107. Nous avons pu choisir K=1032
au lieu de K=1048 et le temps de calcul a e te de 19 heures au lieu de 28.
Le gain de temps ne refle te que faiblement l’ame lioration conse quente de la
borne. On peut donner quelques e le ments d’explication a ce phe nome ne. Le
choix minimal possible de K est de l’ordre de K 23 , soit 10
14. Avec une telle
valeur, les vecteurs d’une base LLL-re duite des re seaux conside re s auraient
des longueurs d’un ordre de grandeur de 107, ce qui est trop faible pour
absorber les e carts naturels a la moyenne. On doit donc choisir une valeur
de K nettement plus grande que 1014, ce qui ralentit les calculs.
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3.2.2. Une re duction base e sur l ’e criture 2-adique
Les notions et re sultats que nous utilisons sont de veloppe s dans [1] et [13].
Notons vp une valuation p-adique de finie sur Q p , et logp( } ) le logarithme
p-adique: nous allons utiliser le lemme d’analyse p-adique suivant:
Lemme 6. Soit ! # Q p si vp(!)>1p&1 alors vp(!)=vp(logp(1+!)).
Nous avons alors la situation suivante:
Proposition 10. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) avec x un
entier impair et soit ;1 et ;2 les entiers alge briques de finis dans la Proposi-
tion 7, on a alors:
v(n&%)n&2&h (33)
ou %=log2(;2)log2(;1) et h=v(log2(;1)).












En appliquant le Lemme 6 pour p=2 et pour la valuation v de finie dans









On en de duit l’ine galite (33) en utilisant les proprie te s classiques des fonc-
tions logarithmes. K
Re sumons la situation: a une solution e ventuelle (x, y, n) de l’e quation
(1), nous avons associe un entier ;1 # OK et un nombre 2-adique %, tel que
v(n&%)n&2&h. Nous avons toujours un majorant de n. Nous sommes
donc dans une situation tre s similaire a celle expose es lors de la section
pre ce dente.
Notons que pour une valeur fixe e de y, il ne correspond qu’un nombre
fini d’entiers alge briques ;1 (voir Proposition 7).
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avec k=v(%) et pour tout i, ui # [0, 1]. Rappelons que ;2 est un entier
alge brique inde pendant de la valeur de y. Apre s calcul de log2(;2), on
obtient que v(%)=2&h.
Maintenant si h>2, on a v(n&%)=v(%)<0, ce qui contredit l’ine galite
(33), de s que n5. Notons que dans ce cas %  Z2 . Dans le cas contraire
on obtient le syste me de conditions suivant:
v(n&%)n&4, n<2N1 (35)
ou N1 est le plus petit entier tel que 1.1_107<2N1. En choisissant de faire
appara@^tre la borne supe rieure de n sous forme d’une puissance de 2, nous
indiquons notre intention d’exploiter l’e criture 2-adique de n.
Ainsi, le syste me (35) impose que les n&4 premiers chiffres de l’e criture
2-adique de n et de % soient les me^mes. Or, la deuxie me ine galite rappelle
que n n’a pas que N1 chiffres no nuls, ce qui impose des conditions sur les
chiffres de % dont le rang est compris entre N1 et n&4. Plus pre cise ment,
on peut e noncer le lemme suivant adapte de [11, p. 65]:
Lemme 7. Soient % # Z2 , (ui) les chiffres de son e criture 2-adiques et n,
N1 et N des entiers positifs.
Si v(n&%)n&4 et si N1+4+Nn<2N1, alors pour tout i # [N1 , ...,
N1+N&1], ui=0.




u i2 i (modulo 2N1+N)





et donc que si i # [N1 , ..., N1+N&1], on a ui=0. K
3.2.3. Pre sentation de l ’algorithme et re sultats
Pour appliquer cette re duction a notre proble me, il faut conside rer, pour
une valeur de y fixe e, chaque entier alge brique ;1=| (a+b| ) ou les entiers
a et b ve rifient y=2(a2+ab+2b2). Nous calculerons ensuite le de veloppe-
ment 2-adique de % tronque a la pre cision choisir; si l’un des chiffres
d’indice supe rieur a N1 est non nul, nous aurons une contradiction du
lemme pre ce dent, ce qui fournira une nouvelle borne pour n. La probabilite
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que ce test e choue est de 2&N si l’on pense que les nombres conside re s ont
un comportement standard. Nous devons donc faire un choix de N suf-
fisamment grand pour avoir une bonne efficacite du test, tout en restant
faible devant 2N1, pour que la nouvelle borne N1+4+N soit nettement
meilleure.
Remarquons enfin que comme log2(&1)=0, % est invariant par transfor-
mation de ;1 en son oppose ; on en conside rera donc que des couples
d’entiers (a, b) avec b0.
Le nouvel algorithme de re solution pratique de l’e quation (1) pour
toutes les valeurs de y possibles satisfaisant (V) et infe rieures a M peut e^tre
de crit de la fac on suivante:
Pour chaque couple d’entiers (a, b) tels que b0 et a2+ab+2b2M2.
On initialise N=12.
1. Calculer h=v(log2 | (a+b| )).
2. Si h>2, on a n4; changer de couple (a, b) et aller en 1.
3. Calculer les N1+N chiffres de l’e criture 2-adique de %.
4. Si les N derniers chiffres calcule s sont tous nuls, choisir N plus
grand et aller en 3.
5. On obtient n<N1+N+4.
La encore, c’est un argument probabiliste qui guide cette me thode de
re duction et nous n’avons donc aucune garanties a priori de re ussir a
re duire la borne supe rieure de n. Toutefois, la re duction s’est ope re e pour
tous les couples (a, b) que nous avons essaye s, exception faite bien su^r du
couple pour lequel ;1=;2 (la valeur de y correspondante a e te traite e par
la premie re me thode). Remarquons au passage que nous n’avons pas
besoin de pre^ter attention a d’autres valeurs contrairement a l’algorithme
pre ce dent.
Re sultats algorithmiques. Nous avons applique cet algorithme avec la
me^me borne M=107 pour y, avec les 3 valeurs successives de N, 12, 18 et
34 si besoin. Le temps de calcul utilise a e te de l’ordre d’une heure et dix
minutes pour montrer que pour tout y107, on a n62.
Pour de montrer le re sultat annonce en de but de chapitre, c’est-a -dire
pour re soudre l’e quation (1) pour toutes les valeurs de y positives et infe rieures
a 109, nous avons applique cet algorithme avec M=109. Apre s environ 114
heures de calculs, nous avons re duit la borne a n62. Rappelons l’estima-
tion de 120 jours de temps de calcul ne cessaire pour faire le me^me travail
avec l’algorithme pre ce dent.
Pour valider le re sultat annonce , nous utilisons le re sultat du The ore me 2,
a savoir qu’excepte es les cinq solutions connues, l’e quation (1) n’admet pas
d’autre solution avec n5000.
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Enfin nous donnons quelques statistiques concernant l’application de
l’algorithme avec la borne M=109 et les parame tres choisis, a savoir les 3
valeurs successives de N: 12, 18 et 34.
Sur les environs 222 millions de paires (a, b) conside re es, une proportion
de 0.5000025... ont e te e limine es de s le premier test de l’algorithme, ce qui
correspond au fait que %  Z2 . Notons que par proprie te du logarithme
2-adique, v(log2 ;1)2. On a donc une re paration e quilibre e entre les cas
ou cette valuation vaut exactement 2, ou strictement plus.
Pour les environ 111 millions de paires (a, b) telles que % # Z2 , le tableau
suivant donne en colonnes 2, 3 et 4 ligne 2 le nombre de paires (a, b) pour
lesquelles le de veloppement 2-adique tronque de % avait ses N derniers chif-
fres nuls. Les lignes suivantes permettent la comparaison du comportement
moyen de ces nombres % par rapport a l’ensemble des de veloppements
2-adiques possibles.
N=12 N=18 N=34
effectif 27103 433 0
proportion constate e 2.438_10&4 3.89_10&6 0
proportion attendue a 10&8 pre s 2.441_10&4 3.81_10&6 0
Comme on le voit, bien qu’e manant d’une construction tre s particulie re,
ces entiers 2-adiques semblent respecter une distribution tre s uniforme de
leur de veloppement 2-adique.
3.2.4. L’Utilisation de |
Dans les deux paragraphes pre ce dents, nous avons utilise de fac on essen-
tielle l’information donne e par la Proposition 7, que nous allons formuler
ici avec un point de vue diffe rent. Pour chaque solution (x, y, n) de l’e qua-
tion (1) il existe ;1 et ;2 des entiers de OK tels que |n&2 divise ;n1&;2 .
C’est donc un crite re de divisibilite par |.









ou ai et b i prennent leurs valeurs dans [0, 1].
Pour tout nombre ! non nul dans OK , nous de finissons ord|(!) comme
le plus grand entier k tel que |k divise ! dans OK et ord|(0)=. Puis
nous e tendons cette valuation a Q2 , puis a Q 2 . On a alors:
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Proposition 11. Soit (x, y, n) une solution de l ’e quation (1) et soient ;1
et ;2 les entiers alge briques de finis dans la Proposition 7, alors nous avons
ord|(n&%)n&2& g, n<2N1 (36)
ou %=log2(;2)log2(;1), g=ord|(log2(;1)), et N1=24.
Preuve. La de monstration est la me^me que celle de la Proposition 12,
puisque ord| et v co@ ncident sur Q 2 . K
Bien su^r nous aimerions appliquer une re duction similaire en regardant
les chiffres de l’e criture |-adique de %, mais un premier proble me, the orique,
se pose:
v Un entier naturel admet-il une e criture |-adique finie?
v Si oui, la longueur de cette e criture pour un entier n est-elle loga-
rithmique en n?
Ces deux questions ont une re ponse positive (cf. [15]) et l’on peut donc
a priori de crire un algorithme de re duction base sur l’e criture |-adique des
nombres. Malheureusement, du point de vue du temps de calcul, cette
re duction n’est pas du tout performante par rapport a la pre ce dente. Une
donne e objective pour expliquer ce phe nome ne est que la longueur du
de veloppement |-adique d’un entier est plus du double de la longueur de
son de veloppement 2-adique. Un autre avantage, moins the orique, pour
l’utilisation des nombres 2-adiques est que les ordinateurs savent vraiment
bien les manipuler!
ANNEXE
Ce tableau donne pour les 14 premiers n avec 11n1000, le plus petit
nombre premier p=2kn+1 trouve qui apporte une obstruction a l’existence
de solutions pour l’e quation (1).
n k p n k p n k p
23 1 47 83 1 167 191 1 383
239 1 479 251 1 503 311 3 1867
359 1 719 367 5 3671 419 1 839
443 1 887 491 1 983 659 1 1319
743 1 1487 911 1 1823
Le tableau suivant donne pour chaque premier n avec 11n1000, le
plus petit nombre premier p qui apporte une obstruction a l’existence de
solutions pour l’e quation (2).
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n p n p n p n p n p n p
11 23 13 < 17 239 19 191 23 47 29 233
31 373 37 2221 41 821 43 431 47 1129 53 107
59 709 61 977 67 1877 71 569 73 877 79 317
83 167 89 179 97 1747 101 809 103 1031 107 1499
109 3271 113 1583 127 3049 131 263 137 823 139 557
149 1789 151 907 157 4397 163 653 167 8017 173 347
179 359 181 1087 191 383 193 3089 197 4729 199 2389
211 2111 223 7583 227 5903 229 6871 233 2797 239 479
241 5303 251 503 257 16963 263 1579 269 2153 271 2711
277 1663 281 15737 283 11321 293 1759 307 1229 311 3733
313 5009 317 21557 331 13903 337 3371 347 2083 349 11867
353 4943 359 719 367 3671 373 1493 379 10613 383 11491
389 16339 397 6353 401 4813 409 4909 419 839 421 4211
431 863 433 1733 439 4391 443 887 449 3593 457 21023
461 2767 463 11113 467 14011 479 3833 487 7793 491 983
499 1997 503 3019 509 1019 521 18757 523 5231 541 9739
547 5471 557 3343 563 7883 569 6829 571 9137 577 20773
587 8219 593 1187 599 8387 601 3607 607 18211 613 25747
617 4937 619 13619 631 6311 641 1283 643 21863 647 9059
653 16979 659 1319 661 7933 673 24229 677 9479 683 1367
691 6911 701 25237 709 2837 719 1439 727 2909 733 7331
739 20693 743 1487 751 9013 757 18169 761 1523 769 32299
773 9277 787 22037 797 4783 809 1619 811 22709 821 14779
823 24691 827 11579 829 9949 839 26849 853 3413 857 6857
859 25771 863 10357 877 15787 881 15859 883 8831 887 58543
907 5443 911 1823 919 3677 929 13007 937 5623 941 7529
947 13259 953 120079 967 23209 971 29131 977 13679 983 55049
991 27749 997 27917
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